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AZ ANALÍZIS EGYES FOGALMAI ÉS MÓDSZEREI 
A HASONLÓSÁGBAN 
DR. PERGE IMRE 
Az alábbiakban néhány olyan geometriai problémával foglalkozunk,, 
amelyeknek megoldásához analízisbeli fogalmak és módszerek szüksé-
gesek, illetve ezek segítségével könnyen megoldhatók. A probléma fel-
vetése azért is indokolt, mer t ezek megoldása a geometr iában n em tel jes, 
az analízis pedig külön nem foglalkozik velük. 
A geometr iából ismeretesek az alábbi definíciók: 
1. Hasonlóságnak nevezünk egy ponttranszformációt, ha bá rmely 
két pont képének a távolsága a pontok távolságával osztva, mindig 
ugyanazt a (0-tól különböző) számot adja . Ezt a pozitív számot nevezzük 
a hasonlóság arányának. 
2. Két alakzat hasonló, ha van olyan hasonlóság, amely az egyikhez 
a másikat rendeli. 
Tekintsük a következő pontt ranszformációt 
ahol xlf x2, y egy P pont koordinátái és xy, x2, y pedig a P képpont jának . 
P-nek a koordinátái. 
Tekintet tel arra, hogy 
Jacobi-féle függvénydetermináns va lamennyi xlf x2, y pontban nullától 
különböző, ezért a leképezés folytonos és kölcsönösen egyértelmű. 
00í — Á ^i? ^  — 
y = * y, 
d (xít x2, y) A 0 0 
0 A 0 = A3 
í) (xlt x2, y) 0 0 a 
1, TÉTEL. Az 
(1) 
Xj — 2 i — 1 
pontt ranszformáció hasonlóság. 
Bizonyítás. Legyen Pi és P2 tetszőleges különböző pont, Pi és P2 pedig a 
megfele lő képpon tok. A távolságok a rá nya 
P P 
P1P2 
(y2 - */i>2 + (^12 - + (x22 - ^i)2 
(yZ ~ . VL) 2 + (X12 - ^ L L ) 2 + ( X 2 2 - * 2 L ) 2 
+ ^ í(y2 - //l)
2 + (XÍ2 ~ Xll>2 + (X22 — X2l)2] 
(í/2 — ?/l)2 + (^12 — Xlí)2 + (X22 - X2l)2 
A továbbiakban mi az (1) t ranszformáció t nevezzük hasonlóságnak. 
Definíció: Tek in te t t e l arra, hogy az (1) hasonlósági t ranszformáció az 
y = f (xi, x2) 
a j ' 
u 7 
függvényhez az 
vagyis a 
függv ény t rendel i , ezért az f (xh x2) és g (xlf x2) függvényekrő l azt 
m ond j uk , hogy hasonlók, vagy röviden 
f ~ 9 (Xi, 
A szokásos jelölések mellet t t ehá t a hasonlóság és az (1) t ranszformáció 
fennál lása esetén a g (x, y) kétváltozós f üg gvé n y 
(2) 9 (x, y) = kf 
x y 
X' X 
alakú. Speciál isan egyváltozós függvények esetén pedig 
(3) g (x) = kf 
alakú. 
Megjegyzés: 
1. A hasonlóság fogalma természetesen k i t é r j eszthető n változós f ügg-
vé nyek esetére is. A felhasznál t geometr iai fogalmak miat t i t t azonban 
megelégszünk kétváltozós f üg gvén yek hasonlóságával is. 
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2. A definícióból következik, hogy amennyiben f (x, y) folytonos 
és d if ferenciá lha tó az co t a r tomá nyban , úgy g (x, y) is folytonos és d i f fe-
renciálható az oj-nak megfele lő co* ta r t omán yban. 
3. A bizonyítot t té telek nemcsak explicit a lakban adott függv ények-
re érvényesek, h a n e m átv ihetők paraméteres egyenlet rendszerre l , vagy 
polá rkoord inátás a lakban adott füg gvény ekre is. 
2. TÉTEL. A hasonlóság egyenestar tó, egyenest párhuza mos egyenesbe 
visz át. 
Bizonyítás. Legyen az egyenes 
2. A hasonlóság szögtartó . 
3. TÉTEL. A hasonlóság körhöz kört rendel és a sugarak a rá nya meg-
egyezik a hasonlóság arányával . 
Bizonyítás: 
Tekint sünk egy középponti kört. 
f (x) = mx -j- b 
alakú. Mivel 
ezér t 
x 
g (x) — l m \- b , 
X2 -f- y2 
Expl ici t a lakban 
f (x) = + ][rl 
Mivel 
ezért 
Tehá t az f (x)-hez hasonló g (x) kör egyenlete 
g (X) = + f (177^2 
és sugara 
R = Ár, 
ahonnan 
r 
4. TÉTEL. Bármely k é t másodfokú parabola hasonló, és a hasonlósági a r á -
ny uk megegyezik a pa raméte rek arányával . 
Bizonyítás: 
Az egyszerűség kedvéért tek in tsük a csúcsponti parabolákat . 
Mivel 
f(xi= o - . x 2 (P =h 0 ) 2 p 
így 
vagyis 
v o 1 z2 q(x) = Á — —, 
2 p -
1 o q (x) = x-
2p A 
és pa ra méte re p' = Á p, 
ahonnan — = / . 
P 
5. TÉTEL. A hasonlóság gömbhöz gömböt rendel, és a sugarak a ránya 
megegyezik a hasonlóság arányával . 
Bizonyítás: 
Az r sugarú gömb egyenlete 
f{x,y)=±y r 2 - x- - y 
(2)-ből következik, hogy 
g (x, y)= ± A 
vagyis a hasonló gömb egyenle te 
r2 _ ^ _ r 
);- A2 
g (x, y\ = ± r)2 x2 - y2 
és sugara 
R — l r, 
ahonnan 
r 
adódik. 
6. TÉTEL. Rekti f ikálható , hasonló függvények ívhosszának aránya meg-
egyezik a hasonlóság arányával . 
Bizonyítás: 
Jelölje L' az f (x) függvény ívhosszát az (a, b) in terval lumban és L 
a g (x) ~ f (x) függvény ívhosszát a megfelelő (Áa, Áb) in terval lumban. 
Vagyis 
b 
(4) v = ( f r + r i (x) dx 
es 
Áb 
L — | f i + 9'2 (x) d.r . 
/ a 
X 
Mivel g'(x) = f 
ezért 
Áb 
L 
la 
i + r dx, 
X 
ahonnan az = t; dx = 1 dt 
A 
helyettesí téssel nye r jük , hogy 
L = X I fí+ /'MO dt = 'lL\ 
a 
vagyis 
(5) ' 
7. TÉTEL. Egy u adattól függő hasonló alakzatok kerülete , az illető adat 
konstansszorosa, vagyis 
L — c u 
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Bizonyítás: 
Tekin t sünk két olyan hasonló ívet, amelynek hasonlósága egy adat 
a lapján eldönthető. (Pl. körök, szabályos sokszögek stb.) 
Legyen az u ada thoz tartozó ívhossz / (u), 
a v = X u adathoz tar tozó ívhossz f (v). 
Mivel a két ívhossz hasonló, ezért a 6. té tel mia t t 
f (v) = X f (u). 
Tekintet t e l arra, hogy az u-\-v=u-j-Xu=(l + i ) u, ezért az ere-
deti alakzathoz hasonló f (u -}- v) ívhossz 
f(u + v) = (l+ X) f (u), 
ahonnan 
f (u + V) = f (u) + X f (u), 
vagyis az 
(6) f (u + v) = f (u) + f (v) 
Cauchy-féle függvényegyenle thez ju tunk , amelynek megoldására i t t egy 
egyszerű szemléletes bizonyítást adunk. 
Legyen f (x) egy, az origón á thaladó egyenes. 
Könnyen belátható, hogy az 
f ( u + v) = f (u) + f (V) 
tekintet t e l arra, hogy ED = AB és FC = GD. 
Tehát az f (x) f üg g vé ny kielégít i a Cauchy-fé le függvényegyenle te t 
és így annak megoldása, tekinte t te l az ívhossz pozitív voltára, 
f (x) = cx, 
illetve x = u-ra 
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(7) f (u) = cu, 
ahol f (1) = c. 
Következmény: 
Ha a szabályos sokszögek kerü leté t a be írható kör sugarának a függ-
vényekén t vizsgál juk, akkor azok kerüle te 
k = c r 
Szabályos háromszög esetén k = 6 ]fs r, ahol /3 (1) = 6 j/3, 
négyzet esetén 
szabályos hatszög esetén 
kör esetén 
k = Sr, ahol /4 (1) — 8 , 
k - - 4 f 3 r, ahol /6 <1> = 4 ]/3, 
k 2nr, ahol / (1) = 2 t t . 
Megjegyezzük, hogy az így ér telmezet t 
(8) / 3 ( 1 ) , / 4 ( 1 ) , / 5 ( 1 ) , .. . / , 1 + 3 < 1 ) , . . . 
sorozat konvergens és szigorúan monoton növekedően t a r t a 2n-hez. 
8. TÉTEL. Hasonló függvények ál tal bezárt te rüle tek a rá nya a hasonló-
ság a r ányának négyzetével egyenlő. 
Bizonyítás: 
Ismeretes , hogy annak a normál t a r t ománynak a területe, amely 
megadható az 
a = x = b 
fi (x)^y^ h (x) 
egyenlőtlenségekkel, 
b j;(x) 
r = { f dl, dr, 
« fl(x) 
illetve 
b 
(9) r = j [ / 2 ( x ) fy(x)\dx, 
a 
ahol / i (x) és f2 (x) az (a, b) zárt int erva l l umban foly tonos függvények. 
a 4 H55 
A T ~ T' no r má l t a r to mány te rü l e te a (ka, kb) i n te rva l lumban 
Ab 
" • © " ' M i 
dx, 
ahol k a hasonlóság a ránya. At — x/k, dx = k dt helyet tes í tés u t á n 
nyer jük , hogy 
b 
T = p \ [/2 (/) - /,!/)] dt = A2 r, 
a 
vagyis 
(10) j, = >2-
Következmény: 
Ha (x) = 0, a kkor (9)-ből T ' -re az f2 (x) f ü g g vén y alat ti t e rü le t e t 
kapjuk, a me ly r e ugyancsak igaz a (10)-es állítás. 
Nem kö nn y ű geomet r ia i módszerekkel igazolni, még kevésbé szem-
léletesen be látni , hogy a 8-as tétel hasonló fe lü le tek re is igaz. 
3. TÉTEL. Hasonló fe lül e tek felsz ínének aránya a hasonlóság négyzeté-
nek a rányával egyenlő, vagyis 
F = P F*. 
Bizonyítás: 
Ismeretes, hogy a z = f (x, y) fe lüle t , (x, y) sík T tar t ománya f e l e t t 
f ekvő da rab já na k fel színe 
F- = \ I f/x + fy + 1 dxdlj. 
T 
Tekintet tel a rra , hogy f (ot, y) ~ g (x, y), azért 
és 
vagyis 
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F Vox + gy + 1 dx dy = 
JL2T 
M H M H h 1 ^ 
Alka lma zva az u = xjl; v = y/X he lye t tes í t és t , a J ac ob i - fé l e f ü g g v é n y -
d e t e r m i ná n s r a k a p ju k , hogy 
() x , ;/> A 01 
d >u , v) 0 A 
r-
és így a fel sz ín 
vagyis 
(11) 
F = A 2 | I Vfu + ív + 1 du do = A2 F*. 
T 
F ' 
A2. 
Megjegyzés: 
Forgás tes t ek fe lszíne ese tén 
F ^-'lii / (x) ]/' 1 + / " (X/ dx 
es 
/.ft 
F = 2n g x) 1 + gK {x dx^'ln 
Aa la 
a h o n n an t = x/k he lye t t es í t és után n y e r j ü k , hogy 
i +rij\dx, 
F 2ír A2 I / (/) f 1 - r r it) dt = A2 F ' , 
vagy is 
F' 
10. TÉTEL. Egy u ada t tó l füg gő hasonló a lakzatok te rü le te , i l le tve fel-
színe az i l le tő ada t n égyz e t ének kons tansszorosa , vagy is 
T = c u2. 
Bizonyítás: 
A 9, 10 té te lekből következik , hogy ha 
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az u adat tól függő felszínt , i lletve te rü le te t f (u)-val, 
a v =r Xu adattól függő felszínt, i l letve te rüle te t f (v)-vel, 
az u -}- v — (1 -f- a) u adat tó l függőt pedig f (u -f~ u)~vel 
jelöljük, hogy 
(12) f (v) = P f (u) 
(13) f (u + v) = (1 + X)2 f f u j 
ahonnan ( tekintet t el a felszín, i l letve terü let pozitív ér tékére) ka pjuk , 
hogy 
illetve 
vtw+ V ) = V m + * VfW, 
vagyis (12) f igyelembevételével kapjuk , hogy 
(14) VJ(u T v ) = VJW) + VFv ] • 
Ez a függvényegyenlet pedig Cauchy-t ípusú, t ekin te t te l arra, hogy 
F (u + v) = F (u) + F (v) 
alakú és így a megoldása, tekintet tel a felszín, i lletve terület pozit ív 
voltára 
F (u) = c' u, 
vagyis 
F(uj f/Tü- = c' u , 
ahonnan 
(15) f (u) = c u2, 
ahol c = f (1 ).. 
Következmény: 
Ha a szabályos sokszögek terü le té t a beí rható kör sugarának a f üg g -
vényeként vizsgáljuk, akkor azok t erüle te 
t = c r1 
Szabályos háromszög esetén 
i - 3 f 3 r~, ahol /3 (1) = - 3 f 3 , 
négyzet esetén i — 4 r'2, ahol /4 (1) 4 
szabályos hatszög esetén t 2 j/3 r-, ahol /6 (1) .... 2 ^ 3 . 
Az itt szereplő konstansok a kerü le tné l szereplő konstansoknak csak 
a fele. így feltételezve, hogy (8), vagyis 
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azért 
(16) 
/ 3 ( 1 ) , / 4 ( 1 ) , / 5 < 1 ) , . . . - 271 , 
/ 3 ( 1 ) , /7 (1) , / i d ) , . . . -
vagyis a kör t e rü le te t = ti r2, ahol f (1) = n. 
A gömb felszíne F = 4 n r2, ahol / (1) = 4n. 
11. TÉTEL. Hasonló alakzatok té r foga tának aránya a hasonlósági a rány 
köbe, vagyis 
V' 
Bizonyítás: 
Ismeretes, hogy ha V' az (x, y) s íkra nézve no rmál ta r t omány, amely 
az 
a = x = b 
cp{ (x) ^ y ^ <p2 (x) 
fi (x, V) = z = Í2 (x, ÍJ) 
egyenlőt lenségekkel adott 
V' = | I \dx iy dz, 
V' 
i l le tve 
(17) 
b fi (x) 
V' [/•2 (x' y) h (x,y)]dy..x. 
<1 <P\ (x) 
A V ~ V' té rfogat pedig a 
Xa = x = Xb 
X V1 ^ y ÉS X<p21-
X X 
x y 
X' X 
t a r t omá nyban 
Ab A<P2 
Aa A 91 
P 
C ) 
X y 
X 
dy dx, 
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a ho n n an u = xjl és v = yjk he lye t te s í t é s se l a Jacob i- féle f ü g g v é ny -
de t e r m i n á n s r a n y e r j ü k , hogy 
d(x.y) IA 0 
d(u,u) | o X 
vagyis 
== X2, 
b 9* (.u) 
V = A3 j j [ /2(U, D) - f1 (u, vt] dv du = X* V \ 
a <Pi (w) 
i l le tve 
(18) — = XK 
V 
Megjegyzés: 
1. H a fi (x, y) = 0, akkor a (17)-ből a he n ge r s z e r ű te s t t é r fog a ta 
adódik és így e r re u g y a n c s a k igaz a (18) összefüggés . 
2. For gás tes tek t é r f o g a t a az (a, b) i n t e r v a l l u m ba n 
b 
V' = 7T j / 2 (.r i dx, 
a 
A g (x) ~ / (x) f ü g g v é n y for ga t á sáva l ke l e tkeze t t tes t t é r foga ta pedig^ 
lb 
V =71 X2 /2 í ^ j dx , 
Á a 
a ho nna n t = xjX he lye t te s í t é s se l n y e r j ü k , hogy 
b 
V = X*n\ f2(t) dt = X3 V \ 
a 
vagy is 
21 = 4 . . 
V 
12. TÉTEL. Egy u a d a t t ó l függő ha son l ó al akza tok té r fogata az i llető 
ada t köbének kons tansszorosa , vagyis 
V = c u : í 
Bizonyítás: 
A 11. t é te lbő l köve tke z ik , hogy h a 
az u ada thoz tar tozó t é r f o g a t o t 1 / ( u ) -va l , 
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a v = X u adathoz ta r tozó té r foga tot f (u)-vel , 
az u v — (1 -{- X) u a da thoz ta r tozó t é r fogato t f (u -f- v) -ve l 
je löl jük, hogy 
(19) f (v) = X3 f (u) 
(20) f (u + v) = (1 + Xf f (u), 
a ho n na n k a p j uk , hogy 3 3 
Yf\u + ü) = ( 1 + A) ]// {«). 
i l le tve 
3 3 3 
Vfiu + v) = Yf(u) + A f/ («), 
vagyis (19) f igye lembevéte léve l 
3 3 3 
(21) Yf(u + v) = ff («) + \i (v). 
Ez a f ügg v én ye gye n le t pedig Cauchy- t ípusú , t ek in t e t t e l arra , hogy 
F (u + v) = F (u) + F (v) 
a l akú és így megoldása , t e ki n te t t e l a t é r fogat pozit ív vo l tá ra 
3 
F ( u ) = Yf ju ) = c' n , 
vagyis 
(22) f (u) = c u3, ahol c = f (1). 
Megjegyzés: 
4 
1. A g ö m b té rfogata V — c r\ Min t i smere tes c ti. 
3 2. A kocka t é r foga ta V = c a\ ahol a kocka oldaléle és c — 1. 
Következmény: 
A közöl tek á l t a lános í tha tók n vá l tozós fü g g vé n ye k re is. 
Az f (P) ~ g (P) 
n változós fü gg vé ny ek co ~ co' t a r t o m á n y o n vet t i n t e g rá l j a i nak az a rá n ya 
An+J. A megfe le lő fü g g vé n ye gye n l e t pedig 
Vfui + v)^Yf(u) + Yfw 
Cauchy - t í pusú , amelynek megoldása, ha u > 0 - r a f (u)>0 is t e l j e sü l 
:t6l 
n 
— c ' U, 
i l l e t v e 
f ( u ) = cun, 
a m e l y n e k a z n = 1, 2, 3 e s e t b e n g e o m e t r i a i j e l e n t é s t is t u l a j d o n í t o t t u n k . 
T e t s z ő l e g e s g e o m e t r i a i h a s o n l ó s á g e g y o r t o g o n á l i s é s a (1) t r a n s z -
f o r m á c i ó s z o r z a t a . M i v e l o r t o g o n á l i s t r a n s z f o r m á c i ó e s e t é n a ho s s z , t e -
r ü l e t és k ö b t a r t a l o m v á l t o z a t l a n , e z é r t v a l a m e n n y i t é t e l i g a z t e t s z ő l e g e s 
h a s o n l ó s á g i t r a n s z f o r m á c i ó e s e t é n . 
D I E E I N Z E L N E N B E G R I F F E U N D M E T H O D E N D E R A N A L Y S I S 
I N D E R A H N L I C H K E I T 
E. PERGE 
Der Aufsa t z bescháft igt s ich mit e inigen geometr ischen Problemen, zur Lösung 
deren man analytische B e gr i f f e und Methoden braucht , d. h. mit Hilfe deren sie 
leicht gelöst werden . 
Durch E in fü hr ung a h n l i c he r Funkt ionen 
9(x) = il/^j 
und 
werden alle wichtigen Ahnl ichke i t ssátze leicht bewiesen. 
Und mit Hi lfe der Verhái tn i szahl der Ahinlichkeit kainn man beim Rechnen des 
Umkreises, der Fláche, der Oberf lache u n d des Kubik inhal t s eine Verbindung mi t 
der Funkt ionalg leichung von Cauchy sc h af fen 
n n n 
\f{u + V) = Yfiu) + V / (0) ; /1 = 1 , 2 , 3 , 
die nichtnega t ive Lösung de r en ist, wie fo lgt 
f ( u ) = c u n ; n = l , 2 , 3 . 
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